
Einsteinsche Feldgleichungen und ihre Lösungen 



Die Beschleunigung, die wir relativ zu den nicht-frei fallenden Bezugssystem erfahren, 
hängt von der lokalen Krümmung der Raum-Zeit ab. 
 
• keine Krümmung – keine Beschleunigung – keine Gravitation 
• schwache Krümmung – geringe Beschleunigung – geringe Gravitation 
• starke Krümmung – starke Beschleunigung – starke Gravitation 
 

 
Frage:  Was krümmt die Raum-Zeit? 

Antwort (Einstein 1916):   Die Krümmung wird durch die lokale Energie- und 
                                               Impulsdichte verursacht.  
                                              (vereinfacht ausgesprochen,  Massen und Masseströmungen  
                                               krümmen die Raum-Zeit) 

Beschrieben durch die Einsteinschen Feldgleichungen der Gravitation 



Einsteinsche Gravitationsfeldgleichungen 

Die Raumzeit wirkt auf die Masse (Energie), indem sie ihr sagt, wie sie sich bewegen soll; 
die Masse (Energie) wirkt umgekehrt auf die Raumzeit, indem sie ihr sagt, wie sie sich 
krümmen soll. 

Formulierung  des Phänomens der Gravitation mit den Mitteln der Differenzialgeometrie. 

Die Grundidee ist dabei die Verknüpfung einer Energie-Impuls-Verteilung mit der  
Geometrie der  Raumzeit 

= 16 part. Differenzialgleichungen 
    wegen Symmetrie 10 Gleichungen 

Kurzform 

Einsteinsche Gravitationskonstante 
Kosmologisches Glied 



Was bedeutet „Lösung der Einsteinschen Feldgleichungen“ ? 

  Eine Gleichung ist dann erfüllt, wenn die rechte und die linke Seite identisch ist. 

Gegeben:     Masse- (Energie) und  Impulsverteilung in einem Raumgebiet 

Lösung:         Krümmung der Raum-Zeit in diesem Raumgebiet 

Die Lösung wird gewöhnlich in Form 
einer Metrik angegeben, d.h. man 
berechnet die Größe der einzelnen 
Komponenten des Metrischen Tensors  g 
 
Der Metrische Tensor bestimmt das 
Linienelement  ds  (die Metrik) in 
diesem Raumbereich. Deshalb wird 
gewöhnlich die Metrik, welche die 
Einsteinschen Feldgleichungen für eine 
gegebene Masseverteilung genügt, als 
Lösung dieser Gleichungen bezeichnet.  



Beispiel:  Flache Raum-Zeit  (Minkowski-Welt) 



Beispiel:  Äußere Schwarzschild - Raum-Zeit   



Es ist äußerst schwierig, exakte Lösungen zu gewinnen. Deshalb werden heute für von 
Idealfällen abweichende Konfigurationen numerische Näherungsmethoden verwendet. 
Exakte Lösungen werden gewöhnlich nach den Personen benannt, die sie gefunden haben. 
 

Beispiele  (Sterne, Planeten): 
 
a) ungeladene, nichtrotierende kugelsymmetrische Masseverteilung  (Himmelsmechanik) 

     Schwarzschild-Lösung  (!) 
 
b) ungeladene, rotierende kugelsymmetrische Masseverteilung  (realistisches Black hole) 

     Kerr-Lösung  (!) 
 
c)  geladene, rotierende kugelsymmetrische Masseverteilung  (unrealistisch) 

    Reissner-Nordström-Lösung 
  

Beispiele für benannte Lösungen der Einsteinschen Feldgleichungen 



Beispiele (kosmologische Lösungen):   

a)  materiefreier Raum (Vakuumlösung + kosmologisches Glied) 

     De Sitter-Lösung + Anti-De Sitter-Lösung 
 
b)  kosmischer Raum mit gleichförmig – isotroper Materieverteilung  (Standardkosmologie) 

    Friedman – Robertson – Walker-Lösung    (!) 
 
c)  Modelle mit positiver kosmologischer Konstante 

     Eddington - Lemaitre-Lösung 
 
d)  Lösung mit Anfangsinflation  (inflationäres Weltmodell) 

    Inflationäres Weltmodell    (!) 
 
e)  Rotierendes Universum 

     Gödel-Kosmos 



Nichts ist schwärzer als ein Loch… 



Die „Entdeckung“ der „Schwarzen Löcher“ 

Die Hypothese, dass es Sterne gibt, von denen keine Strahlung in den kosmischen 
Raum emittiert werden kann, geht auf den Begründer der Seismologie John Michell 
(1783) zurück und wurde später (1795) durch Pierre de Laplace theoretisch im Rahmen 
der Newtonschen Mechanik begründet. 

Frage:       
Ab welcher Sternmasse wird die Fluchtgeschwindigkeit zur  Lichtgeschwindigkeit? 
 
Antwort:   
Ein Stern, der 500x so groß ist wie die Sonne, erfüllt diese Bedingung 
               

Pierre de Laplace :  Die größten Sterne werden für immer unsichtbar bleiben … 

Auch in der Newtonschen Mechanik gibt es das theoretische  
Konstrukt von  Schwarzen Löchern. 



1916:  Albert Einstein veröffentlicht die korrekten Feldgleichungen der 
             Allgemeinen Relativitätstheorie 

Im gleichen Jahr findet der deutsche Astronom Karl Schwarzschild (1873-1916) 
eine der ersten Lösungen der Einsteinschen Feldgleichungen für eine statische, 
kugelsymmetrische Masseverteilung. 
 
• Äußere Schwarzschild-Lösung   (äußeres Gravitationsfeld eines Sterns) 
• Innere Schwarzschildlösung      (Gravitationsfeld im Inneren eines Sterns) 

Die äußere Schwarzschild-Lösung beschreibt die Raum-Zeit-Krümmung im Außenraum 
einer nichtrotierenden, ungeladenen kugelsymmetrischen Massenverteilung und 
ersetzt im Rahmen der Allgemeinen Relativitätstheorie das Newton‘sche 
Gravitationsgesetz. 

Gravitationsfeld einer statischen kugelsymmetrischen Masse 

Ein „Objekt“  SCHWARZES LOCH  wurde aber damals nicht diskutiert... 



Schwarze Löcher 
Allgemeinrelativistische Himmelsmechanik Neutronensterne 



Äußere Schwarzschildlösung 



Wenn  wird  der metrische Koeffizient singulär. 

Schwarzschild-Radius 

Der Schwarzschild-Radius 





Wie Eddington und Finkelstein zeigen konnten, handelt es sich bei der  
Singularität bei              um eine „hebbare“ Singularität, die nur von der 
Wahl des Koordinatensystems (hier Kugelkoordinaten) abhängt. Die 
Singularität bei r=0 ist dagegen „echt“ und kann nicht wegtransformiert 
werden. 

Da die Größe          sehr klein ist und die Singularität der Metrik an dieser 
Stelle behoben werden kann, gab es keine Veranlassung, für  den 
Schwarzschildradius eine physikalische Interpretation einzuführen. Alle 
Himmelskörper, die bis dahin bekannt waren, hatten Radien weit oberhalb 
ihres Schwarzschildradius. 

Für Einstein und Co. waren das, was man später einmal 
„Schwarze Löcher“ nennen wird, kein Thema! 

Singularitäten in der Schwarzschild-Metrik 


