Anwendung der Topologie in der Kosmologie

Wie sieht das Universum aus?

Es geht hier um die topologische und geometrische Struktur des physikalischen
Raumes und wie man sie durch Beobachtungen ermitteln kann.
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Man muss unterscheiden:

a) den physikalische@rtsraum(3-dimensional, lokal euklidisch)
b) den vierdimensionalen Ereignisraum (3R YSy aA 2y | £ T f{Raumkelft ¢

Der physikalische Raum ist eine der Erfahrung zugangliche Entitat, dessen topologisc
und geometrische Struktur erforschbar ist.
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man Begriffe definieren, mit der sich solch eine Struktur adaquat beschreiben lasst.

Mathematische Konzepte zur Beschreibung des physikalischen Raums

A Punktmenge
A Kontinuum
A Topologie
A Metrik
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abstrahieren. Einer solchen Punktmenge kann eine Topologie aufgepragt sein.

A Topologischer Raum
Die Anzahl der Bewegungsfreiheitsgrade bestimmt die Dimensionszahl des Raumes

Punkt
Gerade
Flache
Raum

4dimensionaler Raum -

idimensionaler Raum

~ W DN O

-
5AS atdzyl1iSa RSa wldzySa ¢SNRSY Ay 2SRS

reellen Zahlen R (die lickenlos dicht liegen und von denen es in jedem Intervall [a, b]
unendlich viele gibg Kontinuum) dargestelit.

5 X3 3335 5

[
=~



Messen in Raumeaqdie Abstandsfunktion (Metrik)

1. Einheitslange festlegen
2. Koordinatensystem festlegen ' i
3. Nullpunkt festlegen

1-dimensionaler Raum: Abstand d zum Nullpunkt = absoluter Betradi(mh | o
2-dimensionaler Raum: Abstand d zum Nullpunkt = Norm:
Ao aU)  Jo © |0 ool

3-dimensionaler Raum: A(mf0 HAU) Jo o & [0 cfuha |

(*) griech metron= Mal3, Lange



Der Abstand zwischen zwel Punkten = Metrik

Beispiel: n=2
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Raumen, in denen das Euklidisdkaomensystengilt (z. B. R? oder R3).

IxM

Tangentialraum

Man kann lokal zu einem
Punkt x einer fdimensionalen
Mannigfaltigkeit einen Tangentialraum §
konstruieren, der eine Euklidische
Metrik aufweist.
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A Stichwort: Metrischer Tensor






Gauldsch&rummung

planes normal
of principal vector
curvatures

e e

tangent
plane

2 Normalebenen

Die Gaul3sch&rimmung ist das
Produkt der beiden Haupt
krimmungen am Punkt P



Gaulsch&rimmung Torus




Ist dieGaul3sch&riimmung uberall gleich Null:  Euklidische Geometrie

Ist dieGaul3sch&riimmung uberall positiv: Sphéarische Bilemannsch&eometrie
Ist dieGaulRsch&rimmung lberall negativ: Hyperbolische bdbatschewskische
Geometrie

Welche Geometrie hat der
kosmische Raum (Universum)?

A st eine physikalische Frage!
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Isaak Newton (1687):

Raum und Zeit existieren unabhangig voneinander. Der Raum stellt dabei das

a. SKNf dyrAaa RINE Ay RSY RIFa 2St33SaoOKSt
Ordnungsfaktor.
1. Derabsolute Raumst das postulierte Konzept eines physikalischen Raumes, der

sowohl vom Beobachter als auch von den darin enthaltenen Objekten und den
darin stattfindenden physikalischen Vorgangen unabhéangig ist.

Dieabsolute wahre und mathematisch2eitverfliel3t an sich und vermdge ihrer

Natur gvleichfbrmig und ohne Beziehung auf irgendeinen aul3eren Gegenstand. Sie
GANR YAO ™au¥nt bd FSSYImddd

Ein Korper, auf dem keinérafte wirken, bewegt sich in einetmertialsystem

geradlinig gleichférmig

Die Abweichung der Bewegung eines Kdrpers von geradlinig gleichformiger
Bewegungst proportional (in einem Inertialsystem) einer auf dem Korper
wirkendenKraft

Actio =Reactio Die Wechselwirkung zwischen zwei Korpern erfolgt durch
gegengleiche Kréafte



Newtonscheabsolute Raum und Zeit

Mathematisches Modell

a) Raum: 3 Bewegungsfreiheitsgrade, 3 Rotationsfreiheitsgrade, Kontinuum, in alle
Richtungen unendlich ausgedehnt, euklidische Metrik, vollig unabhangig
von dem physikalischen Geschehen in ihm (d. h. er ist nichts anderes als
SAYS I' NI a. SKNfGyAaao

b) Zeit: Die Zeit ist unendlich ausgedehnt und nur von einer Dimension. Kontinuum
Damit sind Vergangenheit, Gegenwart und Zukunft eindeutig festgelegt.
Alle Zeitpunkte sind aus physikalischer Sicht gleichberechtigt, d. h. der
aSAGLIFSAt G SEAAGASNIG Ay RSNJI 1t &z
Vorgang in der Zeit ist auch in der Zeit umkehrbar).

Zwischen absoluten Raum und absoluter Zeit gibt es keinen Zusammenhang. Sie
aSEAAGASNBY & jdzk &4A dzy' I 6 KNY3IA T G2y SAYL



Anmerkungen zumNewtonschenAxiomensystem

Das ersteNewtonscheAxiom scheint ein Spezialfall des zweiten Axioms zu sein,
namlich der Fall, wo keine Kraft wirkBeschleunigung 8 Bewegung geradlinig
gleichférmig

A aber das ist nicht die Intention des ersten Axioms. Es definiert vielmehr, was
geradlinig und gleichformigpedeutet. Eine Bewegung ohne Krafteinwirkung
ARSYUAFAT ASNI aoDSN}RSya |fa .| KyjldnNIS

(Puck autiskugel Sand im KosmosTrajektorie)

A Problem: Aufgrund der Omniprasenz der Gravitation gibt es prinzipiell keine
Bewegungen ohne Krafteinwirkung

(nur zwei Korper im Kosmos)

A LoOsung des Problemdvlan betrachte die Gravitation NICHT als Kraft, sondern
I £ & oY NN YNewinhstlenREunXdit
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Eine Theorie ist im Allgemeinen eine durch Denken gewonnene Erkenntnis im
Gegensatz zum durch Erfahrung gewonnenen Wissen.

In der Wissenschaft bezeichnet Theorie abweichend ein System wissenschaftlich
begrindeter Aussagen, das dazu dient, Ausschnitte der Realitat und die

zugrundeliegenden Gesetzmalligkeiten zu erklaren und Prognosen uber die Zukunft zt
erstellen.

Eine Theorie liefert Begriffe sowie den Bezugsrahmen, in dem man Objekte und
Prozesse der Erfahrungswelt einordnet und dessen Beziehungen untereinander sichtb
macht. Die Qualitat einer Theorie wird daran gemessen, wie exakt sie Objekte und
Prozesse der Erfahrungswelt zu widerspiegeln vermag sowie in ihrer Vorhersagekratft i
Bezug auf noch unbekannte Objekte und Prozesse (die dann wirklich empirisch in
Experimenten nachgewiesen werden oder nicht).

Da die Alltagssprache zu unprazise flr derartige Aufgaben ist, nutzt man die
Mathematik, um physikalische Objekte und Prozesse zu beschreiben.



Eine physikalische Theorie bedient sich mathematischer Modelle, um die Komplexitat d
realen Welt begrifflich handhabbar zu machen:

2 a Aald SAY oaaz2RStfta K

A Im Prinzip ist jede individuelle oder gesellschaftlich Wahrnehmung eine Theorie de
Realitat

A Religionen sind auch Modelle der Welt ( = "Kosmologien")

A Wissenschaftliche Modelle kontrollieren ihre Giiltigkeit scharf an der Realitét
(Experimente)

A Mindestanforderung an ein ModeEin Modell muss die Realitat quantitativ und
qualitativ mit mindestens ausreichender Genauigkeit abbilden und eine
annehmbarePrediktionsfahigkeitin der Zukunft haben

A Maximalforderungin der Theoretischen Physik wird sogar eine quantitative und
qualitative Identitat zwischen Modell und Realitat gefordert.

In der physikalischen Theoriebildung wird stillschweigend davon ausgegangen, dass <
RAS awSFftAOUNGAE 6AS &4AS AAO0OK RSNJ SYLAN
Struktur ist und sich deshalb mit mathematischen Objekten abbilden lasst.






Mathematischer Raumbegriff Physikalischer Raum

Mathematische Raumeaind abstrakte Raume (d. h. Mengen mathematischer Objekte
mit einer Struktur), die eine Topologie und eine metrische Struktur aufweisen.

Beispiele: Topologische Raume, metrische Raume, Vektorraume, spezielle
Funktionenrdume etc. pp.

DerPerzeptible oder Wahrnehmungsraumt der den Sinnen zugéngliche
ONJFI KNHzy 3aNF dzy> RSNJ ljdzr aA Ffa o. SKNflayAa
und euklidisch.

DerphysikalischeOrtsraum stellt ein eindeutiges Bezugskonstrukt dar, dessen

Topologie und Geometrie durch die Erfahrung zu ermitteln ist. In der modernen Physik
OAfRSG SN T dzal YYSY YRIumRBMN) LSKHBE RAS2aRE
und metrische Struktur ist noch weitgehend unbekannt. Lokal ist sie jedoch quasi
euklidisch und mit dem Wahrnehmungsraum identisch.

Derobjektive RaumA & 0 RSNJ wl dz¥Yx AY RSY RAS awSlH .
stattfindet.



Mathematischer Raum

Perzeptibler Raum (Wahrnehmungsraum)

Konzeptioneller Raum (physikalischer Raum)

Objektiver Raum (real)

R3

Mathematisches Modell:

Kontinuierliche Punktmenge mit aufgepragter topologischer Struktur und Metrik
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A Ein Raum ist einBlannigfaltigkeitvon diskreten oder kontinuierlichen Raumpunkten

A9AY awldzYa gANR SNEGO aYSaao0FlNhH OROPK®D
Metrik (in Form eines invarianten Abstand#s definiert ist

AS5AS aSUNR] 0SaldAYYlU RAS aDS2YSUNARSa R
globalesKrimmungsmaler besitzt

ASAS 'yT I Kt RSN @2YySAYIlIYRSNI dzyF o KNy 3 A 3
Dimensionen(= Anzahl der Koordinatenachsen)

A Mathematische Raume kdnnen eine beliebige Dimension n besitzen

ASAYSYarzySy 11 yySy HKEsRWMRINHAESY & aSAYy 6

A DieZusammmenhangsverhaltnisaad das Verhalten von Raumen unter stetigen
Transformationen wird durch di€pologieuntersucht

NewtonschePhysik:

Raum und Zeit werden adbsolute Bezugssysten®@ SRl OKG® LKNB a9 E
Definition einer Dynamik.



NewtonscheKosmologie

Pramissen

Raum und Zeit sind keine inharenten BestandteileNiewtonscherPhysik.
SiesinddJNA2NAR 3ISISO6SY dzy R FdzyIASNBY |-
Beschreibung von Bewegungsvorgangen. Sie sind auch keine Bestandteile
der axiomatischen Begrundung ddewtonscherMechanik. Ihre Existenz
ergibt sich als Denknotwendigkeit (Kant):

Der absolute Raum bleibt vermoge seiner Natur und ohne Beziehung auf
einen aulReren Gegenstand stets gleich und unbeweglich.

Die absolute, wahre oder mathematische Zeit verfliel3t an sich und nach
lhrer Natur ohne Beziehung auf irgend ein auf3eres Ding gleichmallig.



Eigenschaften des absoluten Raums:

A er existiert unabhangig von den materiellen Kérpern der Welt

A er definiert ein absolut ruhendes Koordinatensystem mit euklidischer Metrik und dt
Dimensionen

A alle Bezugssysteme, die sich gleichférmig in Bezug auf den absoluten Raum bewe
sind kraftefrei Galileische®elativitatsprinzip)

A Beschleunigungen erfolgen relativ zum absoluten Ra\irfiragheitskréafte

Problem: (Ernst Mach, 1838916)
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aufspannen, identifizierbar? (diese Frage wurde bereits von Leibnitz erortert)
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~ NEWTON'S BUCKET EXPERIMENT

Water is at rest relative to the bucket

The bucket rotates relative to water

Water rotates with the bucket,
hence it is at rest relative to the latter

e/

© Soshichi Uchii

b S ¢ U Eiyh&téxperiment

- Beweis fir den absoluten Raum (?)
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wKeine Materie als Bezugspunkte
wKeine Beschleunigung
Wl SAYS C¢NNIKSAGTA]TNNTFGS
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gelost und Gegenstand weltweiter Forschung

A MachschesPrinzip



Kritik des absoluten RaumesGottfried Wilhelm von Leibnitz (1646/716)
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A Wiirde man es merken, wenn man das Universum z.B. 3 Meter nach Rechts im Re
verschiebt?
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A Verschwindet der absolute Raum, wenn alle materiellen Objekte aus ihm entfernt
werden?



Newton: Der absolute Raum hat Konsequenzen
-> er erlaubtBewegungsanderungerelativ zu ihm zu messen

Frage: Gibt es Alternativen zu dieser Auffassung?

1. Newton betrachtet nur die relative Bewegung des Wassers in Bezug auf
den Eimer
A Relativgeschwindigkeit = 0
A Oberflache konkav
A Rotation gegenuber dem absoluten Raum

2. Wieso liefert der absolute Raum nur einen Bezugspunkt gegenuber

Beschleunigungen, jedoch nicht fir gleichformige Bewegungen?

Ernst Mach:Es gibt neben dem hypothetischen absoluten Raum auch noch
natdlrliche Bezugspunkte, anhand der sich die Bewegung des
Wassers im Eimer definieren lasst

A der kosmische Raum mit all seinen Sternen und Galaxien



a I OK Yymese:

Wenn alle Himmelskdrper aus dem kosmischen Raum entfernt werden,
gibt es keine z.B. durch Rotation hervorgerufenen Beschleunigungen mehr.

A die trage Masse verschwindet

Machschedrinzip:

Die trage Masse eines Kdrpers entsteht durch die Wechselwirkung dieses
Korpers mit allen anderen Kdrpern im Weltall.

Beobachtung:
Schwere Masse und trdge Masse sind streng proportional zueinander

A alle Korper fallen gleich schnell im Schwerefeld

‘ Albert Einstein: Allgemeine Relativitatstheorie
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Weltsicht derabrahamitischerReligionen5 |y (oSadidina commediaivon 1320

war eine gute Zusammenfassung dieser Weltsicht.

Mit der Entwicklung der modernen Naturwissenschaften (Descartes, Galilei, Newton €
begann man ein von Religionen unabhangiges Weltbild anhand allgemeiner
philosophischer Prinzipien und von Beobachtungen zu entwickeln.

BAGE G t A SNNB  JraityuR MécariGue [ LI 8 GCBKY o

Napoleon:h2 2 A &0 RSYyy D200 Ay LKNBY 2StdoA
Laplace: "Diese Hypothese, Sire, bendtige ich nicht."

Die Astronomie im 17. und 18. Jahrhundert war im Grunde eine Astronomie des
Sonnensystems. Die Vermessung des Sternhimmels diente im Wesentlichen dazu,
Positionsbestimmungen von Planeten, Kometen und Planetoiden mit hoher
Genauigkeit zu ermdéglichen, um deren Bahnen berechnen zu kénnen.



Grundlagen und Pramissen einer Kosmologie, die auf der
Grundlage deNewtonschernViechanik beruht

Modellannahmen:

Friher: absoluter Raum
Heute: topologischer Raum + Metrik

Friher: absolute Zeit
Heute: metrische Zeit (ohne Zeitpfeil)

Die NewtonscheMechanik lasst sich modern so darstellen, dass man sie auf der
Grundlage verschiedener Topologien und darauf definierter Metriken formulieren
kann. Die jeweiligen Vorhersagen lassen sich dann empirisch mit astronomischen
Beobachtungen vergleichen und damit falsifizieren,



1. Topologien, die mit einer euklidischen Metrik vereinbar sind:

Beispiel im R2:

In X und y unendlich ausgedehnte
Ebene, in der das Euklidische
Parallelenaxiom gilt.

homogen + isotrop

Flache eines in eine Richtung
unendlich ausgedehnten Zylinders.

homogen




Da der physikalische Raum dreidimensional ist, missen in der theoretischen Beschreik
YIEGNNI AOK RAS RNBARAYSYyaAz2ylLtSy 1'ylLFtz23l
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Metrik auf.

5SNJ 9dz1] ft ARAAOKS wldzy Ffa az2RS$S

Man kann eine gerade Strecke von einem Punkt zu einem anderen Punkt ziehen.
Man kann eine Strecke kontinuierlich zu einem Strahl verlangern.

Um jeden Punkt kann man einen Kreis mit beliebigem Radius zeichnen.

Alle rechten Winkel sind einander gleich.

(Parallelenaxiom): Wenn eine Strecke zwei andere Strecken derart schneidet, so
dass die beiden inneren Schnittwinkel auf der einen Seite zusammen kleiner als
zwel rechte Winkel sind, dann schneiden sich die beiden Strecken, wenn sie weit
genug verlangert werden, auf der Seite, auf der die Schnittwinkel zusammen
kleiner als zwei rechte Winkel sind.

ok~ Wb



Grundannahme:

Der kosmische Raum stellt eine dreidimensionale (differenzierbare) Mannigfaltigkeit da
die in alle Raumrichtungen unendlich weit ausgedehnt sowie homogen und isotrop ist .

Kosmologisches Prinzip

A Das Weltall ishomogenc d. h., es stellt sich einem Beobachter unabhéngig von
seinem Standpunkt im Raum immer gleich d#nir{zip der Homogenitat
auchd Y2 LISNY A | Y hen@i)Sa t NA Y1 A LJa

A Das Weltall istsotrop¢ d. h., es stellt sich dem Beobachter unabhéngig von der
Beobachtungsrichtung im Raum immer gleich damzip der Isotropié.

Das Prinzip der Homogenitat impliziert, dass die Sterne (heute wirde man sagen, Gal:
gleichmaliig, d. h. Gberall mit der gleichen raumlichen Dichte, im unendlichen Universu
verteilt sind.

Symmetrieprinzipien und mechanische Erhaltungssatze

Homogenitat des Raumes impliziert Impulserhaltung
|sotropie des Raumes impliziert Drehimpulserhaltung NoetherTheorem
Homogenitat der Zeit impliziert Energieerhaltung
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ungefahr gleichen Abstadnden von einander, odéilochstrasserSystemevertheilt sein,

so wird ihre Menge unendlich, und da musste der ganze Himmel eben so hell sein wie
Sonne. Denn jede Linie, die ich mir von unserem Auge gezogen denken kann, wird
nothwendigauf irgend einen Fixstern treffen, und also musste uns jeder Punkt am

| AYYSt CAEAGSNYftAOKGE [fa2 {2yySyftAiAlKi

Heinrich Wilhelm Matthias Olberél758-1840)

Olberssche®aradoxon

A Sterne haben eine
endliche Ausdehnung
und Leuchtkraft

A Anzahl der Sterne
nimmt mit R3 zu

A Statisches Universum

DasOlbersschd?aradoxon ist ein ernstzunehmender
Test fir kosmologische Theorien

HermannBondi| 1954



Stabilitat eines unendlich ausgedehnten homogenen
und isotropen Universums

Hugo von Seeliger (1841924)

Aufgrund der gravitativen Anziehung fuhrt jede
zufallig erfolgte Massenkonzentration zu einen
Gravitationskollaps. Ein unendlich ausgedehntes und
homogen mit Sternen erfllltes Universum ist per se
instabil.

Ldsung:Man muss die Materie im Kosmos hierarchisch verteilen

Hierarchisches Weltmodell von C@tharlier(1908 und 1922)
Fraktales Weltmodell nach Benoit Mandelbrot (1977)






Die NewtonscheMechanik ist
eine deterministische Theorie

Da die Bewegungsgleichungen B -
deterministisch und reversibel sind, ist
jedes Ereignis in Vergangenheit, Gegenwart
und Zukunft vorbestimmt:

| .
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Universums als Folge eines friiheren Zustandes ansehen \ \
und als Ursache des Zustandes, der danach kommt. Eine \ EH
Intelligenz, die in einem gegebenen Augenblick alle Krafte T ¢ ﬂ_ \
kennt, mit denen die Welt begabt ist, und die gegenwartige * ° \ -
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umfassend genug ware, diese Kenntnisse der Analyse zu é_f& ___________ BN
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der grof3ten Himmelskodrper und die des leichtesten Atoms \ “‘x ‘
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Newtonsche®lockuniversum

Man kann sich dals S & (i
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Im NewtonscherBlockuniversum ist die Zukunft vollstandig determiniert
(Stichwort:LaplacescheGeist) - d. h. alles, was passiert, ist vorbestimmt

ImNewtonschen € 2 O dzy A OSNE dzY A&dd SAYS aw%SAda |

Adld RSNJ a! dz3a Sy o kwdie@ub der AugehbBckzsitdtBelbd vy A & & S
liegen, sind gleichzeitig.

5AS a.SgS3ITdzydIad SAySa YI NLISNBR RdzZNODK RI &
Ereignissen, die von Zeitscheibe zu Zeitscheibe wanieifveltlinie

Weltlinie Weltlinie
3 2
2 1
1 0 =Gegenwart
() =Gegenwart -1
-1 -2

-2 -3



Newtonsche®flockuniversum

A Unendlich ausgedehnter euklidischer Raum mit homogener und isotroper
al O SNASOSNISAfdzyd oaY2ayYz2f 23A4a40KSa t N

A Raum und Zeit werden als kontinuierlich angesehen (es gibt keine kleinste Radim
Zeitintervalle)

A Weltlinien von gleichmaRig gleichférmig bewegten Korper sind Geraden im
NewtonscherBlockuniversum

A Weltlinien von beschleunigt bewegten Korpern sind stetige, gekrimmte Kurven im
NewtonscherBlockuniversum

AWSRS a3dSNIRSa 2StuOftAyAS Aad wSLINNaSyi
kraftefreie Bewegungen. Alle Inertialsysteme sind gleichberechtigt und lassen sich
tber die GalileilTransformationen ineinander tberfihren.

A Es gibt in deNewtonscherPhysik keine maximale Grenzgeschwindigkesténtane
Ausbreitung von Signalen)



Kosmische Expansion

Um 1915 stellivestoSlipher(18751969) amlLowell Observatory in Arizona fest, dass bei
11 der von ihm untersuchten 15 Galaxien sogenannte "spektrale Rotverschiebungen" :
verzeichnen waren1929 entdeckte dann Edwin Hubble (18B%3), dass es einen
Zusammenhang zwischen der anhand von Cepheiden ermittelten Entfernung von
Galaxien und deren Rotverschiebung gibt und zwar in dem Sinn, dass je gro3er die
Rotverschiebung, desto gro3er die Entfernung der entsprechenden Galaxie.

X o
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V=H0d

FIGURE 1 5 H bbl G
Velocity-Distance Relation among Extra-Galactic Nebulae, ubbleGesetz




HubbleFluss

Euklidische Ebene

Kugeloberflache

Uniform expansion yields
the Hubble Law



Lasst sich die kosmische Expansion im Rahmen der
NewtonscherMechanik beschreiben?

Von einer gedachten Kugel umschlossene
Galaxien in einem unendlich ausgedehnten
homogenen und isotropen Universum

Einflhrung eines Skalenfaktors R(t), der
alle Entfernungen mit der Zeit anwachsen
(Expansion) oder abnehmen (Kontraktion)
lasst. Ein Skalenfaktor R(t)=1 beschreibt
ein statisches Universum

2d ¢ Modell (R?, unendlich ausgedehnte Ebene)



